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Lemme de Fitting
et
Cardinal du coéne nilpotent

CADRE : Soient K un corps, F un K — e.v. de dimension finie d et u € End(E).

Lemme 1 (de Fitting).

Les suites (Ker(uk))k>0 et (Im(uk))k20

partir d’un certain rang ng ot 'on a :
E = Ker(u™) @ Im(u")

sont respectivement croissante et décroissante stationnaires a

Application 2 (Cardinal du cone nilpotent).
Le cardinal ng de l’ensemble des maitrices carrées nilpotentes de taille d sur un corps fini de cardinal q

est : _
ng = ¢Xd=1

Démonstration du lemme.

1l est clair que la suite des noyaux (Ker(u")) resp. la suite des images (Im(uk))k>0, est crois-

k=0’
sante, resp. décroissante, pour 'inclusion et donc stationnaire puisque nous sommes en dimension finie.

De plus, ces suites stationnent au méme rang, car si dimKer(u*) = dimKer(u**1) alors par la
formule du rang on aura également que dim Im(u*) = dim Im(u**1).
Notons ng le rang commun a partir duquel les suites sont stationnaires.
Montrons que Ker(u™) et Im(u"°) sont supplémentaires. Par la formule du rang, on a déja : d =
dim Ker(u™) + rg(u) et comme Ker(u™),Im(u™) c E, on a : E = Ker(u") + Im(u™). Il reste a
montrer que Ker(u") () Im(u™) = {0}. Soit donc z € Ker(u™) () Im(u"). Alors u" (z) = 0 et il existe

y € F tel que x = u™(y). D’ou :
™ (z) = u™ (u™(y)) = u?(y) = 0, i.e., y € Ker(u?™)

Or, Ker(u?™) = Ker(u™) d’ou y € Ker(u™), i.e., u™(y) = 0. Donc Ker(u™) () Im(u™) = {0}. Ce qui
montre la somme directe.
Notations : F' = Ker(u") et G = Im(u™).

DECOMPOSITION DE FITTING

Il est facile de voir que F' et G sont stables par u, ainsi v induit deux endomorphismes u, F' — I et
u,: G — G définis par v (x) = u(z) pour x € F et u () = u(r) pour x € G. On a aussi que u,, est
nilpotent d’indice ng.

De plus, u, est un automorphisme de G. En effet :

Im(u,) = u(G) = u,(Im(u™)) = u (Im(u™)) = Im(u" ") = Im(u"™)

Donc u, est surjectif donc bijectif car nous sommes en dimension finie.
La donnée ((F,G),v,w) ou :



FoG=FE, F=Ker(u"), G=Im(u"), wv=u,nilpotent d’indice ng, w =u,e Aut(G)

sera appelée la décomposition de Fitting de .

Démonstration de application.

|GLa(K)| 9a

" GLL(K)[ x [GLg #(K)| ~ g, % g, ,

On note : m, , = #{(F.G) : F®G =K% et dimF = k}

ETAPE 1 :
d
On veut montrer que : |End(F)| = 2 m, ,Xn, xg, ,oun, estle nombre de matrices nilpotentes de
k=0
taille k x k.
Pour cela, montrons que lapplication : ®: End —> € est bi-

u  +— (Ker(u™),Im(u") Uy vlm(“m))
jective avec : € = {((F, G) ,v,w) : FOG = F,v nilpotente ,w € Aut(G)}.
Grace a la décomposition de Fitting, ® est bien définie et ® est injective.

On pose u = v @w et par stabilité de v et w on a: u" = v" @w" = 0,@w" et on obtient :

Mat,(u"™) = (8 Mat?(w”)>

Ainsi, on voit que F est le noyau de u"™ et que Im(u") = Im(w™) = G. Ce qui montre la surjectivité de
® et donc P est bien bijective.

d
Or, dim F' € [[O,d]], donc #&€ = 2 m, X n, X g, avec:
k=0
: nombre de couple (F,G) ou dim F' = k

* mk:, d

e 1, : nombre de matrices nilpotentes de taille k

k

¢ g, ,:nombre d’automorphismes de taille d — k

D’ot, par bijectivité de ®, on obtient : d
End(E) = 2 m,  xXn xg,
k=0

ETAPE 2 :
xn
On veut montrer que : n,= ¢™ =1 On a: m XN X g, = xi Xn, xXg, = 9a ™ T
, I X Gy P
De plus :  dim (End(E)) =d?> donc #End(E) =¢%. Dou:
d gy xn 2 q* d n
#End(E) = ) E=g®, e, —=> -t
k=0 i Ya k=0 7k
Si 'on remplace d par d — 1, on obtient :
q(d—1)2 dz—:l n,
9a—1 =0 Ik
Ainsi, en soustrayant les deux, on obtient :
d? (d—1)2
q q n 2 12 g
— = = ¢ i.e., ndzqd — =D e
gd gd—l gd gd—l



m—1
S m—1 (1) m—1
=qi=o (" F=1)=q > (™" —1)
k=0 k=0
D’ou :
d(d—1)/2( . d d—1
9, _ qUd=D2 (g = 1) (¢* L = 1) -+ (¢ —1) = g@-D(-d+2)/2 (gd _ 1)
g, qDd=2/2 % (qd—l _ 1) (qd—Q _ 1) (q _ 1)
— 1 x (qd _ 1) _ A1 gt
Ainsi : p
2 132 2 _ 132 _ _
nd:qd @ de () (q2d 1_ 1)
i1
2 2 _ _ 2 _ _ 2 2 2_
I N R
Finalement :
2=




